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LOGIKAI ALGEBRA ALAPJAI, LOGIKAI FUGGVENYEK I.

ESETFELVETES - MUNKAHELYZET

Munkahelyén dontés sziiletett: a méré laboratériumot az Gjonnan kinevezett vezetés atallitja
logikai daramkorok vizsgalatara. Felettesétdl azt az utasitast kapta, hogy a frissen belépett
munkatdrsai szamadra frissitse fel a logikai algebra alapjaihoz kapcsolédé fogalmakat,
szabalyokat, alaptételeket. Ismertesse a logikai fliggvények jellemzéit, s térjen ki a logikai
fliggvények egyszerlsitésére, realizalasara. Végeztessen logikai fliggvényekkel kapcsolatos
egyszerlsitéseket, igazoltasson veliik logikai azonossagokat, s megadott szempontok és
miuszaki el6irdsok szerint valésitsanak meg logikai fliggvényeket. Tanulmanyozza az alabbi
szakmai informacidkat, s oldja meg az 6nellenérzé feladatokat!

SZAKMAI INFORMACIOTARTALOM

BEVEZETO

A digitdlis aramkorok tervezéséhez az impulzustechnika fejlédése és a logikai algebrai
alapokkal felismert kapcsolata vezetett. A logikai aramkorok mikodésének megértéséhez a
logikai algebrai alapfogalmak tisztdzasa sziikséges. Ezen alapkovekre épitheték a logikai
figgvények, azok leirasi moddszerei és Boole-algebrai egyszer(isitési megoldasai.
Egyszer(siteni a nevezetes logikai flggvények ismeretében lehetséges. Az Osszetett logikai
fliggvények realizalasahoz nevezetes kapuaramkoroket alkalmaznak. A fliggvények aramkori
megvaldsitasa funkcionalisan teljes rendszerek ismeretét feltételezi. Mindezek lényegre toré
bemutatasaval taldlkozhatunk az alabbiakban.

ALAPFOGALMAK

A logika segitséget nyujt a célratéré6 gondolkodasmoéd, a helyes kovetkeztetések
kialakulasahoz, a tényleges valésag feltarasahoz. A klasszikus, kétértéki logika a helyzet
leirdsdahoz a kijelentések igaz-hamis tényallasait alkalmazza. George Boole, angol
matematikus (Id. 1. abra!) nevéhez flizédik a logikai kapcsolatok matematikai nyelven
torténé megfogalmazasa.
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1. dbra. George Boole (1815-1864) angol matematikusl

Boole-algebra: logikai algebra, mely a logikai torvényszerliségeket matematikai nyelven, a
kettes (binaris) szdmrendszer segitségével irja le. Az igaz-hamis kijelentésekhez,
allapotokhoz szamjegyeket rendel: igaz—1 és hamis—0.

A szaktudomanyokhoz alkalmazott logikai algebra a tényfeltardsokhoz és a megoldasokhoz
valtozokat és allandékat alkalmaz, melyek kozott logikai fliggvények teremtenek
kapcsolatot.

A logikai algebrai alakban megadott problémak megoldasahoz szabdlyokat és alaptételeket
alkalmaznak.

r 7

A bonyolultabb helyzetek megoldasdahoz az alkalmazott logikai fliggvények egyszerdsitése
kapcsan lehet eljutni. A leggyorsabb és legattekinthetébb eljaras a grafikus egyszeriisités.

A logikai kapcsolatok megjelenitéséhez, az egyszer(sitett logikai fiiggvények realizalasahoz
logikai kapukat alkalmaznak.

Digit: angol sz6, jelentése: szamjegy

Digitalis leképezés: egy fizikai mennyiséghez, pl. fesziiltséghez vagy aramhoz nem
folyamatos, hanem meghatarozott, ugrasszerl értékeket rendelnek. A modern logikai
kapuaramkorok létrejottéhez a digitdlis leképezés vezetett.

LOGIKAI FUGGVENYEK

A tények és események kozotti kapcsolatrendszert logikai fliggvényekkel lehet leirni. A 2.
abra a logikai fluggvények szerkezetét szemlélteti.

1 Forras: http://www.holyfamilyrockford.org
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2. dbra. A logikai fiiggvények szerkezete

Fliggetlen valtozék (je/6/és A, B, C,...): logikai alapfeltételek
Fliggd valtozék (je/o/és Y1, Y2,...Yn): a logikai alapfeltételek hatasara bekovetkezé események

Fliggvénykapcsolat (jelolés logikai szimbolumokkal): a logikai feltételek és események
kozotti kapcsolatok

A logikai fliggvények fajtai

- A logikai valtozok id6beni fliggése szerint:

- — idéfuggetlen logikai fliggvények - A fiiggé valtozé kizarélag a fliggo
valtozé

- értékétsl  fligg. Megvaldsitasuk:  kombinaciés logikai  halézatokkal.
Fliggvényalakja:

Y = f(Al,Az’ ----- vAn)

- — idéfiggd logikai fliggvények - A fligg6 valtozé értékét a fiiggetlen valtozok
kiillonboz6 id6knél felvett értékei is befolydsoljak. Megvalésitasuk: sorrendi
- (szekvencidlis) halozatokkal. Fliggvényalakja:

Y = (A Agons Aggy o)

A logikai valtozok szama szerint:
- — egyvaltozés logikai fliggvények - egy fliggetlen valtozdéju fliggvény.

— kétvaltozos logikai fliggvények - két fiiggetlen valtozoju fliggvény.

- — tobbvaltozés logikai fiiggvények - n db fliggetlen valtozdéju fliggvény, a
gyakorlat
- tobbnyire ezeket alkalmazza.

1. A logikai fliggvények leirasmaodjai

A logikai fliggvények leirdsa valtozatos mddszerekkel torténhet. A leggyakrabban el6forduld
figgvény leirasi, megadasi médok az alabbiakban tanulmanyozhatoék.
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Sz6veges megaddas: Az alapfeltételek (fliggetien vdltozok) kombinacioit, a logikai kapcsolatot
(fliggvénykapcsolat) és a kovetkeztetéseket (fiiggd vdltozokat) egyarant szavakban
fogalmazzak megq. Pl.: " Az orszdggytilési vdlasztds madr az elso forduloban érvényes, ha a
vdlasztok minimum 50 szdzaléka részt vesz a szavazdson.”

Tablazatos megadas: Olyan értéktablazatot hoznak létre, amely tartalmazza az alapfeltételek

értékeit. Az igy létrejové igazsagtablazatban logikai igazsagok rogzitése torténik. A 3.
abran ilyen tablazat lathaté. Fiiggetlen valtozok: A és B, Fliggd valtozé: Y2

A|lB|Y’

3. dbra. Tdblazatos fiiggvénymegadds

Halmazokkal torténé leirds: az alapfeltételekhez (fliggetlen valtozékhoz) tartozé
kovetkeztetések (fliggd valtozok) kozotti fiiggvénykapcsolatot illeszkedd halmazokkal lehet
szemléletessé tenni. A 4. dbran a miuiszaki gyakorlatban el6fordulé szinkeverés megoldasa
lathaté. A fliggetlen valtozékat (A, B, C) az alapszinek, a fliggé valtozékat (Yi, Yz, Y3, Ya)
pedig a kikevert szinek szemléltetik.
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4. dbra. Halmazokkal torténd leirds

Logikai vazlat: az alapfeltételekhez (fiiggetlen valtozékhoz) tartoz6 kovetkeztetések (fiiggé
valtozok) kozotti  fliggvénykapcsolatot -~ aramkori  szimbdlumokkal, logikai kapuk
o0sszekapcsolasaval valdsitjak meg. llyen logikai vazlat lathat6 az 5. abran.

Ao 1

B o—

Co

5. dbra. Logikai vdzlattal torténd fiiggvénymegadds

Algebrai megadds: az alapfeltételekhez (fliggetlen valtozokhoz) tartozd kovetkeztetések
(fliggd valtozok) kozotti logikai kapcsolatot, fliggvénykapcsolatot miveleti szimbolumokkal
valésitjak meg. Pl.:

F*=C-D+A-B-C+B-C
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Grafikus megadds: a miszaki gyakorlatban a Karnough-tabla és a Veitch-tdbla a
legelterjedtebb. Mindkét grafikus megadasra jellemzé a szemléletes dbrazolasmod. A tablak
két fuggetlen valtozo esetén a 6. abran lathatoak.

A
B 0 1 B

o
>l
|
|
w
>l
|
>
w

AB | AB All AB | AB
2 3 2 3

6. dbra. Grafikus fliggvénymegadds.: A Karnough-tdbla és a Veitch-tabla

A grafikus megadasi modok kozott allapotdiagramos leiras is megtalalhaté. Az A, B, C
nagybetlkkel jelolt fliggetlen valtozok kilénb6zé allapotai a korokben lathatéak. Egy
allapotdiagramos fliggvénymegadast a 7. abra tartalmaz.

011

7. dbra. Allapotdiagram

A logikai algebraban a fliggvénykapcsolatok lehetséges szamat alapvetéen a fiiggetlen
valtozok szama hatarozza meg. A leggyakrabban alkalmazott algebrai logikaban a fiiggetlen
valtozok két értéket (0 és 1) vehetnek fel.

n
Az N fliggvénykapcsolatok szamat n fliggetlen vétltozé,2 kombinacié esetén a 8. abra
szemlélteti.
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A —1 |T=4+E
VAGY-NBM (NCR) 2
Eemenetek Kimenet

A B Y
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

8. dbra. Fliggvénykapcsolatok szama

A kétvaltozos logikai fiiggvénykapcsolatok kézott a miszaki életben nevezetes fliggvények
is el6fordulnak. A 16 db fliggvénykapcsolatot a 9. dbra tablazata mutatja be.
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9. dbra. Kétvdltozos logikai fiiggvények

A fenti tdblazatban piros szinnel berajzolhaté szimmetria tengely azt jelképezi, hogy a
vonaltdl azonos sortavolsagra lévé fliggvénykapcsolatok egymas ellentétjei, negaltjai.

Dual-tétel: ha a logikai ES (AND) mdiveletet logikai VAGY (OR) miivelettel, ezzel egyiitt a

logikai 0-t logikai 1-gyel helyettesitjik (vagy forditva), akkor az eredeti fliggvény dual
fliggvényéhez juthatunk.



LOGIKAI ALGEBRA ALAPJAI, LOGIKAI FUGGVENYEK I.

A LOGIKAI ALGEBRA LEGFONTOSABB SZABALYAI ES ALKALMAZASUK

A logikai algebra segitségével miiszaki gyakorlati problémak modellezése valik
szemléletessé. A felvazolt problémahoz alkalmazott 6sszetett logikai fliggvények altaldban
bonyolultak és tulhatarozottak. A Boole-algebra azonossagai, szabalyai és alaptételei
segitségével az Osszetett logikai fliggvények atalakithatok és leegyszer(sithet6k. Az
atalakitasok soran a 10-11. abrakban elhelyezet szabalyokat és tételeket alkalmazzuk.

Kommutativ szabaly Azonos logikai kapso—
A+B=B+4 lathan levs wilozok el
cserelhetk
A-BE=EB-A
e M (B e W = R0y Y L e it
jerol
(4-BY-C—(B C)-A—{4-C)-B
Disztributiv szahily A Zirdjelek felbontisa
A+(B-C)=(A+B)-(4+C) nem befohd@sola az
enredmeénmyt.

A-(B+C)=(4-B)+(4-C)

10. dbra. Szabdlyok a logikai algebrdaban

A:0=0 | A- A=A ey

A+0=4 | A+4A=4 | A-(B+4A)=4

A1=4 | 4. 7_0 |4 B+4=4

A=l | pogog [t sd BB

Abzompcidsieelek A A+B-A+B+C=A4

De Moman azomssangok 3

A8 _ILB ATE—A-

11. dbra. Azonossdgok és alaptételek a logikai algebraban

A LOGIKAI FUGGVENYEK EGYSZERUSITESE, REALIZALASA

A logikai flggvények egyszerlisitéséhez az alapszabdlyokon, azonossagokon és
alaptételeken kivil a fliggvények igazsagtablazatai is felhasznalhaték.
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A logikai alapfiiggvények diszkrét aramkori elemek (ellenallasok, jelfogok, izzélampak,
kapcsolék, diédak, tranzisztorok), illetve kapuaramkorok felhasznalasaval realizalhatok.

1. Boole-algebrai egyszerdsitések

Logikai azonossagok igazoldsara, logikai fliggvények egyszer(sitésére tobbféle eljaras
alkalmazhat6. Az egyszer(sitések legalapvet6bb célja a logikai fliggvények a lehetd
legkevesebb szamu aramkori elemmel torténé megvaldsitasa.

Léteznek szisztematikus (moddszeres) egyszer(sitési eljarasok, melyek _alkalmazasa
mechanikussa teszik az egyszer(sitést, s biztosan a logikai fliggvény ‘legegyszeribb
formdajahoz vezetnek. Ez a fejezet a legkonnyebb egyszerisitést, a Boole-algebrai eljarast
tartalmazza, mely a megismert alapszabalyok és alaptételek segitségével valdsithaté meg.

A miszaki gyakorlatban alkalmazott egyszer(sitési mdédszerek:

1. mobdszer: a logikai flggvény egyszer(sitéséhez alapszabalyokat és alaptételeket
alkalmazunk. Pl. haromvaltozés logikai fliggvény egyszerdsitése:

F:=A-B-C+A-B-C
A kovetkezé tételeket alkalmazhatjuk:
A-(B+C)=(A-B)+(A:C)

A+A=1
A-1=A

Az egyszer(sités folyamata:

FS-A-B-C+A:B-C=A-B-(C+C)=A-B-1=AB

2. mdldszer: a logikai fiiggvény felirdsa igazsagtablazatbdl torténik. Pl. irjuk fel a 12. dbran
lathato igazsagtablazatbol a haromvaltozés fliggvényt és végezziik el az egyszer(isitést.

10
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A|lB|C|Y
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

12. dbra. Egy logikai fliggvény igazsdgtabldzata

A megadott tablazatbél felirhaté logikai fliggvény:
F:!=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C
Az egyszer(sités |épései:
F*=A.C-(B+B)+B-C:-(A+A)=A-C-1+B-C-1
Az egyszerlsités végeredménye:
F®=A-C+B-C

3. médszer: logikai algebrai azonossag igazolasa igazsagtablazat segitségével. Pl.: az alabbi
azonossagot igazoljuk egy részletezett igazsagtablaval:

(A+§-E)-(Z+C)+K-B-E: A-C+A-C

A megoldas menete:
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El6szor felrajzoljuk az azonossag szerkezetéhez alkalmazkoddé igazsagtablat. Ezutan a 3
bemeneti valtozo (A, B, C) oszlopaiban kitoltjik a 8 kombinaciot, majd a vizsgalt azonossag
bal- és jobb oldalanak term-oszlopainak igazsagarol nyilatkozunk. Végiil kitoltjiik a tablazat
két féoszlopat. Mivel a két féoszlop igazsagértéke megegyezik, az azonossag igazolasa
megtortént. Ezek a folyamatok a 13. abran végigkovethetdek.

AZ AZON0S SH)
jobb oldala

1

Az azonossag
bal oldala

1

Ll
B
3]
Tl
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_ e - e o e P
_ k| O | - -2 m
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(- - - NN -ET - - e
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13. dbra. A logikai azonossdg igazoldsahoz készitett igazsdgtabldzat

2. Logikai fliggvények realizalasa kapuaramkorokkel

A logikai fliggvények és azok egyszer(isitett valtozatanak realizdlasahoz legalkalmasabb
médszer a kapuaramkoérok alkalmazasa. Minden logikai fliggvény megvalésithaté logikai
kapuk 6sszekapcsolasaval.

Logikai - miivelet: logikai eljaras, melyeknél az eredmények logikai értéke csak a
komponensek logikai értékétdl fligg. Egy kijelentés logikai értéke lehet Igaz vagy Hamis.

Logikai kapu: a legalapvetébb logikai miiveletek megvaldsitasdra szolgdlé dramkori elem. A
jel feldolgozas legkisebb kétallapotu (bistabil) kapcsoléeleme. Egy nyitott kapcsolé 0, egy
zart kapcsolé 1 allapotot jelent. Az allapotokat digitalis aramkordokben félvezetd
kapuaramkorok realizaljak.

Leggyakrabban alkalmazott logikai kapuk: NEM (INVERTER), ES (AND), VAGY (OR), VAGY-NEM
(NOR), ES-NEM (NAND).

A legalapvetébb logikai kapuk rajzjele és igazsagtdbldzata a 14-15-16-17-18. d4brakon
megtalalhaté.

12
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NEM (INVERTER) ;"jx C | Y :E
Bemenet K imenet
A Y
0 1
1 0

14. dbra. NEM logikai kapu (inverter)

65 (AND) N &

E —

Bemeretek Kimenet

A Y

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

15. dbra. ES (AND) logikai kapu

e A — 1 |Y=A+B
E |

Bermenete k. EKimenet

A Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

16. dbra. VAGY (OR) logikai kapu



LOGIKAI ALGEBRA ALAPJAI, LOGIKAI FUGGVENYEK I.

ES-NEM (NAND) o & ;E&”B
B e

Bemenetek Kimeret

A Y

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

A —1 |[Y=A+B
VAGY-NEM (NOR) C—
B —
Bemenetek Kimenet
A B Y
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

18. dbra. VAGY-NEM (NOR) logikai kapu
Logikai  halézatok: logikai 4dramkorok  megvalésitdsa  logikai  kapudramkorok
O0sszekapcsolasaval.
Fajtai:

- Kombinaciés halézatok: idéfiiggetlen logikai fiiggvényeket realizalnak.
- Sorrendi (szekvencialis) halézatok: id6fliggd logikai fliggvényeket realizalnak.

14



LOGIKAI ALGEBRA ALAPJAI, LOGIKAI FUGGVENYEK I.

A logikai halézatok realizalasahoz az alapkapukon kivil 3, 4, 8 bemenetl logikai kapukat is
alkalmaznak. Tovabbi egyszer(sitést eredményez, ha kiilonleges kapuaramkoroket is
felhasznalnak. llyenek pl. az EKVIVALENCIA és az ANTIVALENCIA logikai fliggvényeket
megvalésité logikai kapuk.

EKVIVALENCIA kapu logikai fliggvénye:

Y2-A-B+A-B=AQ®B

ANTIVALENCIA (KIZARO VAGY) kapu logikai fiiggvénye:

Y2-A-B+A-B=A®DB

A két kulonleges kapuaramkor jelképe és igazsagtablazata a 19. abran lathato.

EKVIVALENCIAkapu ANTIVALENCIA kapu
A — A
_ Y=A-B+A B =it Y'=A -B+A B

& B

A B | v? e e

0 o | 1 E o | °

0 1| o 0 e

1 o | o 1 D!

1 1] 1 1 B

19. dbra. Kiilonleges kapudramkdorék

Az aldbbiakban a rendelkezésre 4all6 kapudramkoérok segitségével realizalunk egy
négyvaltozés logikai fliggvényt. A megvalésitandé fliggvény:

F*=[(A+B)-C+A-B]+C+D
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A logikai fliggvény algebrai alakja elarulja, hogy a megvaldsitishoz 2 db INVERTER, 3 db
VAGY kapu és 2 db ES kapu sziikséges. A logikai fiiggvény szerkezetét kévetve megrajzoljuk
az osszekapcsolt kapuaramkorok abrajat, s feltiintetjik a fiiggetlen valtozékat (A, B, C, D),
valamint a fligg6 valtozoét (Y4). A 20. abra szemlélteti a megoldast.

Ao & .
Be " 4
1 b4
1 ! &
e
Co
p— 1 ¢

20. dbra. Logikai fiiggvény realizdldsa logikai kapukkal

A funkcionalisan teljes rendszerek logikai fiiggvények megvaldsitasara szolgald, adott
mveletek, illetve kapuaramkorok alkalmazasat megengedd szisztémak. Fajtai:

NEM-ES-VAGY (N-E-V) rendszer: a logikai fiiggvény realizalasat tetszéleges kombindciéji
INVERTER, ES, VAGY kapuk alkalmazasaval engedélyezi.

NAND rendszer: a logikai fliggvény kizarélag NAND kapuk tetszdéleges kombinacioival
valésithaté meg.

NOR rendszer: a logikai fliggvény kizardlag NOR kapuk tetszéleges kombinacioival
valésithaté meg.

A funkciondlisan teljes rendszerek kéziil a NAND és a NOR rendszer az el6nydsebb, mivel a
logikai fiiggvények realizalasara csak egyféle kaput alkalmaz. A N-E-V rendszer mindharom
alkoté eleme megvalésithaté NAND, illetve NOR kapukkal. A 21. dbra bemutatja a N-E-V
rendszer alap kapuinak kapcsolatat a NAND és NOR rendszerekkel.

16
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LOGIKAI RENDSZER

LOG!KAl
ALAPMUNELEX NAND RENDSZER NOR RENDSZER
— 1 _—
A1
es | p %] %P v=aeB E=EI=EY
B 1 L
el
VAGY &L v=A+B A—1 1
= D B —§ | p— Y=A+B
B—¢_| °—|

21. dbra. A funkciondlisan teljes rendszerek kapcsolata

A N-E-V rendszerbél a De Morgan azonossagok alkalmazasaval, logikai atalakitasokkal
juthatunk el a NAND- és a NOR rendszerhez. A 22. abra logikai algebrai azonossagok
segitségével 6sszefoglalja az alapmiveletek megvaldsitasat.
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NAND RENDSZER

NEM

miuvelet

Az ES mivelet 1 db NAND
kapuval megval6sithaté.

-

ES

miuvelet

Az ES mivelet 2 db NAND
kapuval megval6sithaté.

VAGY

miuvelet

A VAGY mivelet 3 db NAND
kapuval megvalosithatd.

NOR RENDS

ZER

NEM

miivelet

Y=A+B=A-B

Az ES mivelet 1 db NOR
kapuval megvalosithato.

a

ES

muivelet

Y=A+B=A+B

Az ES miivelet 3 db NOR
kapuval megvalésithato.

VAGY

miivelet

Y=A+A=A-A=A

A VAGY mivelet 2 db NAND
kapuval megval6sithato.

22. dbra. Az alapmiveletek megvalositdsa NAND és NOR rendszerben

Kiegészitésiil a 23. és 24. dbrdn egy 4 kapus integrdltiramkor gyakorlati megolddsa,

valamint egy friss logikai kapukat tartalmazo katalogus cimlapja szerepel.

SN 1800N

&7 s

23. dbra. SN 7400 4 db NAND kapus mikrochip a gyakorilatban2

2 Forras: http://www.wikipedia.org
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mmediate Availability .~ |
g \eZOte L

Superior Que_li :

www.ti.com/ 3Q 2009

24. dbra. A logikai dramkorok egyik katalogusanak eldlapja3

Osszefoglalas

3 Forras: http://focus.ti.com
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Az esetfelvetés kapcsan kiderilt, hogy munkahelyén a laboratériumot atallitjdk logikai
aramkorok vizsgalatara. A felettesétdl kapott utasitds szerint frissen belépett munkatarsait
kellett szakmai informacidkkal ellatnia a logikai algebra alapfogalmaihoz kapcsolédo
ismeretekrél. Az informacié atadas rovid bevezetével kezddédott, melyben hangsilyozasra
keriiltek a Boole-algebra alapfogalmai, a kétértékd, igaz-hamis tényalldsokat matematikai
nyelven megfogalmazé médszerek.

A logikai fiiggvények bevezet6jében bemutatasra keriltek a fliggé- és fiiggetlen valtozok
kozotti fliggvénykapcsolatok lehetéségei, valamint a szabvanyos jelolések.

Munkatarsai részletesen megismerhették a logikai fliggvények leirasi modjait. Kilon=kilon
ismertetésre keriiltek a szoveges-, a tablazatos, a logikai vazlatos, a halmazaos, az algebrai-
és a grafikus leirasi megoldasok. Utobbinal el6térbe keriilt a Veitch-tabla és a Karnough-
tabla gyakorlati jelentésége.

A logikai algebra alapszabdlyai kapcsan kiderilt a kommutativitds, az asszociativitas és a
disztributivitas lényege. Kilon tablazatba keriltek a legalapvetébb logikai alaptételek, s
kilon ismertetésre kerilt a Dudl-tétel és a De Morgan azonossag.

Alapfeladatokon keresztiil sikertilt megismerni a logikai fliggvények egyszer(sitési
moédszereit. Az egyszer(lsitési eljarasokndl elStérbe keriltek a logikai fliggvények
alapszabalyai, azonossagai és alaptételei, valamint az igazsdgtablazatok.

A legalapvetébb logikai kapuaramkoérok bemutatasa igazsagtablazattal és szabvanyos
jelolések alkalmazasaval tortént. A funkciondlisan teljes rendszerek (N-E-V, NAND, NOR)
definidalasa utan sor kerilt a logikai fliggvények kapudramkorokkel torténé megvaldsitasara.

TANULASIRANYITO

A logikai algebra alapjai, logikai fliggvényeket targyalé témakorhoz tartozd ismeretek
gyakorlati alkalmazdsahoz az irott szakmai szOoveg megértése készség fejlesztése
szlkséges.

A témakorhoz tartozo ismeretek gyakorlati alkalmazasahoz a gyakorlatias feladatértelmezés
modszer kompetencia fejlesztése sziikséges.

A szakmai szoveg alapos tanulmanyozasa és feldolgozasa utan célszeri az aldbbi feladatok
megoldasa.

1. feladat: Abrak, fiiggvények készitésével mutassa be az alabbi logikai algebrai
alapfogalmakat!

- digitalis leképezés
- logikai fliggvény
- igazsagtablazat

20




LOGIKAI ALGEBRA ALAPJAI, LOGIKAI FUGGVENYEK I.

2. feladat: Milyen moddszerek alkalmazhatok a logikai fliggvények leirasara? Mindegyik
modszerhez készitsen magyarazo vazlatot!

3. feladat: irja fel az alabbi alapmiiveletek logikai algebrai alakjat és rajzolja fel
igazsagtablazatukat!

- ES (AND)

- VAGY (OR)

- ES NEM (NAND)
- VAGY NEM (NOR)

4. feladat: A logikai algebra jeloléseivel irja fel a kommutativ-, az asszociativ- és a
disztributiv-szabalyt!

5. feladat: Logikai algebrai miiveletsorral igazolja a Dudl-tételt és a De Morgan
azonossagokat!

6. feladat: lgazsagtablazat segitségével bizonyitsa be a De Morgan azonossagokat!

7. feladat: Egy haromvaltozés logikai fliggvény atalakitasaival szemléltesse a logikai
fliggvények Boole-algebrai egyszerlsitési eljarasanak céljat és lényegét!

8. feladat: A funkciondlisan teljes logikai rendszerek kozotti kapcsolatok segitségével
valésitsa meg NAND- és NOR-rendszerben a NEM, az ES, valamint a VAGY kapcsolatot?

9. feladat: Boole-algebrai médszerrel egyszerlsitse a kovetkezé haromvaltozés logikai
fliggvényt!

F3= (A+§+E)-(B +6)-(Z+§+E)

10. feladat: Hany db és milyen funkciéju kapudramkorrel valésithaté meg a 9. feladat logikai
fliggvénye N-E-V-, NAND- és NOR-rendszerben? Allitasait bizonyitsa be!
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| 1. feladat

Logikai fliggvény felirdsa és eqgyszerdsitése

a) lirja fel a mellékelt igazsagtablazatbdl a négyvaltozés logikai fiiggvényt!

A B C D Y4
0 0 0 0 1
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1
Y4

b) Valdsitsa meg a felirt fiiggvényt N-E-V rendszerben Ugy, hogy 6sszesen 5 db logikai
kaput hasznalhat!

<
N
|

N)
N)
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2. feladat

Logikai azonossag bizonyitasa

a) lgazsagtablazat segitségével bizonyitsa be, hogy a kovetkez6 azonossag igaz!

(A+B+C)(A+B+C)(B+C)=AB:C+A-B-C+B-C

a) Az igazsagtablazat elkészitése:

b) Végezze el a bizonyitdst a De Morgan azonossag tobbszori alkalmazasaval!

23
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(A+B+C)-(X+B_+C)-(B_+_):X-E-C_+ A-B-C+B-C

c) Hany db és milyen logikai funkciéju kapuaramkorokkel tudnd az eredeti azonossag
mindkét oldalan talalhat6 logikai figgvényeket megvaldsitani?

3. feladat

Logikai fliggvény egyszerlsitése és realizalasa

a) Algebrai médszerrel egyszerlsitse az alabbi haromvaltozds logikai fliggvényt!

Y] -=A-B-C+A-B-C+A-B-C

Y] -A-B-.C+A:B-C+A-B-C=

24
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b) Logikai kapuk alkalmazdsaval valdsitsa meg N-E-V rendszerben az eredeti és az
eqgyszerusitett fuggvényt!

c) Realizdlja az egyszerlsitett logikai fliggvényt NAND rendszerben!

25
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MEGOLDASOK

| 1. feladat

Logikai fliggvény felirdsa és eqgyszerdsitése

a) Az igazsagtablazatbol ugy irhaté fel a négyvaltozés logikai fliggvény, hogy csak azokat a
sorokat vesszik figyelembe, ahol a kimenet 1-es értékii:

Y*=A-B-C-D+A-B-.C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D4+A-B-C-D

b) A felirt fliggvényt a megadott feltételekkel Ugy lehet megvaldsitani, hogy a logikai
szabdlyok és tételek segitségével egyszerdsiteni kell.
Az egyszerUsités elsé lépése:

Y*=A-B-C-(D+D)+A-B-C-(D+D)+A-B-C-(D+D)
Az egyszerlsités masodik lépése:

Y*~A.-B-C+A-B-C+A-B-C

Az egyszerlsités harmadik |épése el6tt latszik, hogy a flggvény 3 valtozéssa
egyszerlsodott.
Az egyszerUsités harmadik [épése:

Y*=A-B-.C+A-C-(B+B)=A-B-C+A-C

Az egyszerUsités végeredményébdl megallapithatd, hogy a logikai fliggvény megvalésithatd
2db ES kapuval, 1 db VAGY kapuval és 2 db inverterrel, azaz 5 db kapuaramkoérrel.

2. feladat

Logikai azonossag bizonyitasa

a) lgazsagtablazat segitségével az azonossag bizonyitdsa. Az azonossag részelemeit kell az
igazsagtablaba beirni.

(A+B+C)-(K+§+C)-(§+C_):K-B_-E-A-BF-B-C

A B C (A+B+C) (A+B+C) (B+C) Azonossig A.B-C A-B-C B-C  Azonossig
bal oldala jobb oldala

0O 0 O 0 1 1 0

o
o

0
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0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1
o 1 O 1 1 1 1 0 0 0 1
o 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0
1 0 O 1 1 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
1T 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0

Mivel a két féoszlop igazsagértéke megegyezik, az azonossag igazolasa megtortént.

b) A bizonyitas végrehajtdsa a De Morgan azonossag alkalmazasaval. Célszeri(i az azonossag
baloldali haromvaltozés fiiggvényét tobbszori lépéssorozat segitségével addig alakitani,
amig létrejon a jobboldali logikai fliggvény.

(A+B+C)-(A+B+C)-(B+C)=AB-C-A-B-C-B-C=A-B-C+A-B-C+B-C
A De Morgan azonossag kétszeres alkalmazasaval az igazolas megtortént.

) A baloldali logikai fiiggvény megvalésithaté 3 db INVERTER, 3 db VAGY kapu és 1 db ES
kapu segitségével.

A jobboldali logikai fiiggvény megvalésitasahoz 3 db inverter, 3 db ES kapu és 1 db NOR
kapu sziikséges.

3. feladat

Logikai fliggvény egyszerlsitése és realizalasa

a) Algebrai médszerrel a haromvaltozés logikai fliggvény tobb lépéses egyszerisitése:

Y =A-B-C+A-B-C+A-B-.C=A-B-C+A-B-.C+A-B-C+A-B-C=
_A-BC+ABC+ABC+AB.C=A-B-(C+C)+B-C-(A+A)=
=A:B1+B-C-1=A-B+B-C=B-(A+C)

b) Logikai kapuk alkalmazasaval N-E-V rendszerben az eredeti és az egyszer(sitett fliggvény
megvalésitasa:

Az eredeti fliggvény realizalasa:
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3 L
| &
B 1
3
& 1 Y
C
i
25. dbra
Az egyszerlsitett fliggvény realizalasa:
3
& Y
B

26. dbra

c) Az egyszerisitett fliggvény megvalésitdsa NAND rendszerben:

A megvalésitashoz az egyszer(sitett logikai fliggvény algebrai Aatalakitasa szikséges,
melyhez a De Morgan azonossag alkalmazdasa vezet:

Y3 =B.(A+C)=B-A-C

Az atalakitott figgvény 5db NAND kapu 6sszekapcsolasaval megvalosithato:

28



LOGIKAI ALGEBRA ALAPJAI, LOGIKAI FUGGVENYEK I.

A i
&
YS
; &W IH'

27. dbra
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