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ESETFELVETES - MUNKAHELYZET

Az épliletek tervezése és kivitelezése az egyik alapvetébb emberi sziikségletet elégiti ki. Ez a
szlukséglet az olyan terek kialakitasa iranti igény, amely védelmet nyujt a természeti hatasok
ellen, esztétikus és a belsé terek kialakitasaban is megfelel az épilet funkcidjanak.

Az épiiletekkel szembeni legalapvetébb kovetelmény, hogy az épiiletre hatd erék allandéan
egyensulyban legyenek, valamint az épiilet és annak részei ne mozduljanak el, ne
karosodjanak - a rajuk haté erbhatasokat biztonsaggal viseljék - ezaltal biztositva a
biztonsagos hasznalatot és az épiilet hosszu fennmaradasat. Emellett olyan szerkezeteket
kell tervezni, amelyek nemcsak képesek az er6felvételre, de azok kialakitdsa gazdasagos is.
Az épilletben a fellép6é erbket valamilyen modon egyensulyozni kell, olyan szerkezeti
elemeket kell kialakitani, amely képes a rd nehezedé terheket és az épiilet funkcidjabél
adédo dinamikus terheket viselni, annak hatasainak ellenallni. Az er6k egyensilyozasanak
sokrétliségét az aldbbi problémafelvetés mutatja be.

On egy tervezdiroda munkatarsa, amely tobbszintes épiiletek tervezésével foglalkozik. Az
On feladata az, hogy hatdrozza meg az épiiletre hat6é eréket, a szerkezeti elemek stlyabol
adoédo er6ket, majd az er6hatasokat modellezze. Az épiiletre haté eréket egyensulyozza,
valamint méretezze a szerkezeti elemeket, amelyek a ra haté eréket viselni képesek, az
eréket at tudjak adni mas szerkezeti elemeknek. Végezze el a méretezés el6készitéseként a
szerkezeti elemekre haté erék egyensulyozasat, figyelembe véve a kialakitandd szerkezet
geometridjat, tulajdonsagait.

Az ilyen tipusu feladatok megoldasa a statikai szdmitasok elsédleges célja: az egyensuly
vizsgdlata. EI6szor meg kell hataroznunk az erdérendszert, azt modellezniink kell tigyelve a
tervezett vagy ellendrizendd épiiletszerkezet struktirdjara. A kovetkez6kben megvizsgaljuk,
hogy egy sikbeli erérendszert milyen moédon lehet egyensilyozni, az egyensulyozasnal
milyen feltételezésekkel éllink és mely valtozatdt kell egyes esetekben alkalmazni.
Megvizsgaljuk, hogy az egyes épiiletszerkezeti elemek esetében az egyensiilyozas hogyan
torténik.
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SZAKMAI INFORMACIOTARTALOM

SiKBELI ERORENDSZER JELLEMZOI ES EGYENSULYOZASA

Két vagy tobb erd egyiittesét erérendszernek nevezziik. Ha a testre hat6 erék kozos sikban
miikodnek, akkor sikbeli erérendszerrdl beszéliink, ha viszont az er6rendszer erdinek
hatasvonalaira nem lehet k6zo6s sikot fektetni, akkor térbeli erérendszerrel allunk szemben.
Sok esetben a konnyebb kezelhetéség miatt a térbeli erérendszert egy sikbeli eré6rendszerrel
helyettesitjiik, modellezziikk. A sikbeli erérendszert alkothatjdk koncentralt _erdk,
vonalmentén haté erék vagy ezek dsszessége.

A sikbeli erérendszert helyettesithetjiik egyetlen er6vel is, ekkor az erérendszer
eredberejérél beszéliink. Azt, hogy az er6rendszer egyensulyozasanal sziikség van-e az
eredberé kiszamitasara mindig a konkrét feladat megoldasanal kell eldéntenink. Az
egyensulyozds maddjat az alapjan valasztjuk ki, hogy milyen az épililetszerkezet kialakitasa,
mely szerkezeti elemek milyen iranyu eréket képesek felvenni. Az egyensulyozas alapjan van
lehet6séglink arra, hogy a késébbiekben a szerkezeti elemek méreteit kialakitsuk ugy, hogy
megfeleld teherbirassal rendelkezzenek az erék felvételéhez.

Egy sikbeli er6rendszer egyensulyarél akkor beszéliink, ha az erérendszer barmely tengelyre
képezett vetiiletdsszege és barmely pontra felirt nyomatékdsszege zérus. Adott altalanos
erérendszert - amely nincsen egyensulyban - egyensilyozni csak 0j egyensulyozé
eréhatasokkal tudunk. Egyensilyozo eréhatasok azok az er6k és nyomatékok, amelyek az
erérendszerrel egyltt az éplletszerkezet nyugalmi allapotat létrehozzak. Egyenletekkel ezt a
kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

s Xi+ Xe=0
2Yi+Ye=0
SMai +Mae=0

Az egyenletek felhaszndlasaval az egyensulyoz6 eréhatdsok szamitasa konnyen megoldhato,
és az eredmény egyértelmi mindaddig, amig a szdmitandd er6hatdsok szama megegyezik
az egyensulyi egyenletek szamaval. Az egyenleteket a statika hdrom egyensiilyi feltételeinek
is nevezzilk. Az egyensulyozast megoldhatjuk szerkesztéssel is. Ekkor az egyensulyban lévé
erérendszernél mind a vektorabra, mind a kotélpoligon zart, vagyis a kotélpoligon elsé és
utols6 oldala egy egyenesbe esik. Ezenkivil a szerkesztéskor (uigyelni kell a
nyilfolytonossagra is.
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1. Sikbeli er6rendszer egyensulyozasa egyetlen erdvel

A sikbeli erérendszer egyensulyozdsa és az eredéeré kozott szoros kapcsolat van. Mivel az
eredberé a definiciéjabél adéddan az az erd, amely a sikbeli er6rendszert helyettesiti, ezért
egyensulyozaskor csak az eredéerdt kell egyensulyozni, vagyis az eredberének és az
egyensllyozo6 eréhatasnak kell egyensulyban lennie. Felhasznaljuk a statika elsé alaptételét,
mely szerint két eré akkor és csakis akkor van egyensulyban, ha egyenlé nagysaguak,
azonos hatasvonalon mikodnek, de ellentétes iranyuak. Vagyis az eredd egyensulyozasa ugy
torténik, hogy az egyensulyozé er6é az ered6é hatasvonalan mikodik, nagysaga az ereddéerd
nagysagaval megegyezik, de irdnya ellentétes a sikbeli er6rendszer eredderejével.
Masképpen ugy is megfogalmazhatjuk, Ugy hogy az egyensulyozé erd, az eredberé
ellentettje. Gyakorlati szempontbdl ez azt jelenti, hogy az egyensilyozé eré szamitasa
megegyezik az eredGerd szamitasaval. A fentieket képletekkel az alabbi modon irhatjuk le.

2Xi = Xr

3Yi =Yr

>Mai =Mar egyenletekkel szamitjuk ki az eredéer6t
3Xi = -Xe

2Yi=-Ye

IMpi = -Mae  Osszefiiggések vonatkoznak az egyensiilyozé erére.

Az egyensulyoz6 eré szerkesztése is hasonlé az ereddéer6éhez. Ekkor az er6rendszer erGinek
nyilfolytonos vektor-lancat itt nem nyilutkoztetéssel, hanem nyilfolytonosan zarjuk be a
keresett eré vektoraval. A kotélpoligon szerkesztésben semmi eltérés nincs, az
egyensulyozé erének az elrendezési rajzon megszerkesztett hatasvonaldn a nyilirdnyt
természetesen a vektorabrakon meghatarozott értelemben kell felvenni. A kévetkez6 dbra az
egy erdvel torténd egyensllyozast mutatja be szerkesztéssel.
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1. dbra. Egyensulyozds egy erdvel

Az 1. abran kék szinnel jelolt sikbeli erérendszer egyensulyozd erejét kotélpoligon
segitségével hataroztuk meg. Az egyensulyi erét piros szinnel abrazoltuk, melynek nagysaga
megegyezik az ered6 nagysagaval, azonos hatasvonalon miikodik és iranya azzal ellentétes.

Egyes esetekben elé6fordulhat, hogy a sikbeli erérendszert egy eredéeré hatasvonaldra nem
esé pontba egyensulyozzuk. Ekkor az egyensulyozé eré hatasvonala egy tetszéleges A
ponton megy keresztiil. Az eré nagysdga megegyezik az eredéerd nagysagaval, iranya azzal
ellentétes. Ezenkivill az A pontban keletkezik egy nyomaték is, amely az ereddéerd és az A
pont és az eredderd hatasvonal tavolsdganak szorzataval egyenlé.
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2. Sikbeli er6rendszer egyensulyozasa két erdvel

Sikbeli erérendszernek két er6vel vald egyensilyozdsa onmagdban hatdrozatlan feladat,
mert két olyan erét keresiink, amelyek az erérendszerrel 6sszegezve kielégitik a korabban
ismertetett egyensulyi feltételeket. Ha a két erére nézve semmiféle kitételt nem tesziink,
akkor az egyiket tetszélegesen felvéve meghatarozhatunk egy olyan masik erét, amellyel
egyiitt a sikbeli erérendszer egyensulyi allapotba keriil. A feladat akkor valik hatarozott
feladatta, ha a két keresett erének csak annyi jellemzdjét keressiik, ahany egyenlet a
rendelkezésiinkre all. Megkotéseket tehetlink az eré helyére, hatasvonaldra és iranyara.
Mivel egy er6t harom adat hataroz meg, két erével torténd egyensulyozaskor hat adatra van
szikség. Ezzel szemben csak harom egyensulyi feltételt tudunk felirni, igy harom_adatot a
feladat megoldasakor el6re fel kell venniink. A gyakorlatban altalaban ki szoktak jel6Ini
minkét egyensulyozo er6 helyét és az egyik er6 iranyat ugy, hogy az egyensilyozé erék csak
a vizsgalt szerkezet megtamasztasi pontjaiban keletkezhetnek a tamaszok kiképzésétdl
fliiggo feltételekkel. A tamasz lehet két erével torténd egyensulyozaskor csukld, vagy olyan
kialakitasu, amely a tamaszerd helyét és iranyat is kijeloli. llyen tamaszok lehetnek gorgdk,
ingaoszlopok, és kotelek, valamint a befogas, amelyet konzoltarték esetében alkalmazunk
és nyomaték felvételére is alkalmas.

Kivételes esetben megadhatjuk mindkét egyensulyozé eré helyét és iranyat, feltéve, hogy a
két adott hatdsvonal az egyensullyozand6 sikbeli erérendszer ereddjének hatasvonalan
metszi egymast. Két er6 ugyanis csak akkor tarthat egyensulyban egy erérendszert, ha a
rendszer ered6jét is egyensulyozni képes. A statika alaptételei alapjan harom er6
egyensulyanak sziikséges de nem elégséges feltétele a kozos metszéspont.

A gyakorlatban a sikbeli er6rendszer két erdével torténé egyensilyozasakor a kovetkezd
feltételek szerint jarunk el: feltételezziik, hogy ismerjik az egyik egyensulyozé erd
hatasvonalan lévé A pontot, a masik egyensulyozé erének pedig a hatdsvonalat tételezziik
fel ismertnek. Tekintsiik a 2. abran lévé sikbeli erérendszert. Feltételezziik, hogy az egyik
egyensulyozé erd atmegy az A ponton, a masik egyensllyozé erd feltételezett hatasvonalat
pedig zold szinnel jeldltik. Az erék iranyanak és hatdsvonalanak felvétele tapasztalati Gton
torténik, ha rossz feltételezéssel éluk, akkor az a szamitas soran ellentmondasokhoz vezet.
Ekkor a feltételezéseken médositani kell.
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2. dbra. Sikbeli erérendszer egyenstlyozasa két erovel

A szamitas megkezdése eldtt célszer(i az er6ket Osszeteviikre felbontani. Az ismeretlen A
egyensulyoz6 er6t is felbontjuk a B er6 hatasvonaldra merdleges és azzal parhuzamos
OsszetevGire. A szamitashoz az abran nyillal jel6ljilk meg, milyen irdnyok esetén tekintjik az
eréket pozitiv értelmlnek. Ha a szamitas eredményeként az adott er6re negativ értéket
kapunk, akkor jutunk a mar-emlitett ellentmondashoz és a széban forgé eré iranya az dbran
megjelolt nyillal ellentétes.
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3. dbra. Az egyenstlyozo erdk feltételezett irdnya

Egy sikbeli er6rendszer akkor, és csakis akkor van egyensulyban, ha barmely pontra felirt
nyomaték értéke nulla. irjuk fel az erérendszer nyomatékat A pontra Ggy, hogy a B erd
feltételezett iranyaval és nagysagaval is szamolunk. Ekkor egy egyismeretlenes egyenlethez
jutunk, amelyben az egyetlen ismeretlen a B eré nagysaga. Ezutan a még ismeretlen Az eré
o0sszetevlinek nagysdga is meghatdrozhaté az egyensuly két vetileti tételébdél. Ezekben a
tételekben az F er6k 6sszetevéi szerepelnek ismert mennyiségekként, és meghatarozandé -
egyetlen ismeretlen - az A eré 0sszetevGje. Az A eré 0sszetevéinek meghatarozasa utan a
mar ismert 6sszefliggéssel meghatarozhatd az A erd nagysaga és iranya is. Ezzel a sikbeli
erérendszer két egyensllyozo erejét meghataroztuk.

A fent ismertetett szamitdsi eljardsban egy nyomatéki és két vetiileti egyenlet szerepel.
Azonban az egyenletharmas mas kombinaciéi is alkalmazhatok az egyensilyozé erék
kiszamitasdhoz. Felirhatunk két nyomatéki és egy vetiileti egyenletet, ha a vetiileti tengely
nem mer6leges a két nyomatéki pontot Osszekoté egyenesre, vagy harom nyomatéki
egyenletet, ha a nyomatéki pontok nem esnek egy egyenesre.
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A sikbeli erérendszer két egyensuilyozd erejét szerkesztési moddszerekkel s
meghatarozhatjuk. Az egyszer(ibb modszer esetében elész6r meghatarozzuk az erérendszer
eredberejét, majd megkeressiik hatasvonalanak metszéspontjat az ismert irdnyu
egyensilyoz6 eré hatasvonaldval. A mar ismertetett harom eré egyensulyanak feltétele
alapjan az adott ponton atmené er6 hatasvonalat is az eredd és az egyik egyensulyozo eré
hatdsvonalanak metszéspontjaba iranyitjuk. Ezzel mindkét egyensulyozé erd irdny a
rendelkezésiinkre all, parhuzamosokat kell szerkesztenliink velik az eredé vektor két
végpontjabol. A vektorhdromszogben a nyilakat nyilfolytonosan kitéve, megkapjuk az
egyensulyozé erék nagysagat is. A mddszert mutatja be a kovetkezé abra:

4. dbra. Sikbeli erorendszer egyenstilyozo eréinek meghatdrozdsa szerkesztésse/

Az abran a kékkel jelzett erérendszert kell egyensulyoznunk két erével (A és B erdk).
Feltételezziik, hogy az egyik egyensulyoz6 eré az A ponton meg at, valamint felvettilk a b
hatdsvonalat. Ezutan kotélmoédszer segitségével megszerkesztettiik a harom eré R
eredberejét a vektorabran, majd visszaszerkesztettiik a nézetabrara is. Ezzel meghataroztuk
az eredéer6 hatdsvonalat, amely metszi a b hatasvonalat. Az A er6 atmegy az A ponton és
annak hatasvonala az A pontra és a masik két er6 hatasvonaldnak metszéspontjara esik.
Ezzel meghatdroztuk az egyensulyozé er6k iranyat. Az igy kapott a és a mar meghatarozott
b hatasvonalat szerkesztjiik vissza a vektorabrdara, mely mivelettel meg tudjuk hatarozni a
két egyensulyozo eré nagysagat is.
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A sikbeli erérendszer két egyenslllyozé erejének szerkesztésének masik modszere a
kotélsokszoget hasznalja fel. Ha egy erG6rendszer egyensulyban van, akkor a vektoridom
illetve a kotélpoligon egyarant zart. A szerkesztés folyamata a kovetkezé: eldszér az
erérendszer vektorait egymas mellé mérjiik nyilfolytonosan. A vektorlanc végéhez az adott
hatasvonali egyensulyozé erével parhuzamos egyenest illesztiink: ennek a lanc szabad
végéhez csatlakozo, de még ismeretlen egyensilyozé erd irdnnyal valé metszéspontja jeloli
ki mindkét keresett egyensllyozé eré vektoranak nagysagat. Ezenkivil ebbe a pontba fut be
a vektorabra egy segédereje is, mellyel hizott parhuzamos egyenes zarja be az elrendezési
rajzon a kotélpoligont - zaréoldal az abran z-vel jelodlve. A kotélabra szerkesztési szabalyai
itt is érvényesek. Az 5. abran lathatd A eré hatasvonaldn az 1. kotéloldalnak és a
zardoldalnak metszédnie kell. Mivel az A eré hatasvonaldnak csak ez az egy pontja ismert,
ezért az 1. kotéloldalt innen kell inditani, és a zaréoldal szintén az A ponton kell, hogy
atmenjen. A zardolal elrendezési rajzon vald megszerkesztése utdn, azzal parhuzamos
egyenest kell rajzolnunk a vektorabrara. Ezzel kijeloljiuk a B er6 nagysagat. Ezutan az A eré
vektora mar egyértelmuiien szerkeszthetd, mint a vektoridomot bezar6 egyenes szakasz.

5. dbra. Sikbeli erérendszer egyensulyozdsa két erdvel

Lathaté, hogy az 4bran ugyan feltiintettik az eredberét, de annak meghatarozasa
sziikségtelen, az egyensulyozé erdk szerkesztésében nincsen szerepe.
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3. Sikbeli erérendszer egyensulyozasa harom erdvel

Ennél a feladattipusnal szintén az egyensulyi egyenleteket kell felhaszndlnunk, de ebben az
esetben harom er6vel egyensulyozzuk a sikbeli er6rendszert. A harom egyensulyozé eré
O0sszesen kilenc jellemz6 adattal rendelkezik, de még mindig csak harom egyensilyi
egyenlet all rendelkezésiinkre. Ha igy szeretnénk megoldani a feladatot, akkor az
hatarozatlan lenne és nem kapnank egyértelmd megoldast. Az egyszerliség kedvéért a
harom egyensulyozé eré esetében hat feltételt kell szabnunk. Ezek a legtobbszor az
egyensulyozé er6k helyére és iranyara vonatkoznak, igy az egyensulyi egyenletekben csak az
egyensulyozé er6k nagysaga szerepel ismeretlenként, ezzel a feladat hatarozotta valik.

feltételeket adunk meg. A feltételek felvétele mindig fiigg a feladat tipusatdl, a
modellezendd épiiletszerkezettdl és a tervezett terhelésektdl.

A gyakorlatban az az eset a legelterjedtebb, amikor elére - tapasztalati dton -
meghatarozzuk az egyensulyozé erék helyét és irdnyat. Az iranyokat a rajzon nyilakkal
jeloljuk. Ha a szamitas soran az er6knél pozitiv értéket kapunk, akkor az azt jelenti, hogy jol
tételeztik fel az er6 iranyat, ha viszont negativ eredményhez jutunk, akkor a feltételezésiink
rossz, és az erd iranyat meg kell forditanunk. Ezenkivil teljestlnie kell annak a feltételnek is,
hogy az egyensllyozd er6k hatasvonalai nem egy pontban metszik egymast, kilénben a
feladat ekkor is hatarozatlan lenne. A harom egyensulyozé erd koziil kettét kivalasztva azok
hatdsvonalainak metszéspontjara felirjuk a nyomatéki egyenletet, mely szerint egy
erérendszer akkor van egyensulyban, ha barmely pontra felirt nyomaték nullaval egyenld. Ezt
a pontot a harmadik hatasvonalon |évé eré fopontjanak nevezziik, az egyenletbdl ez a
harmadik er6 szamithat6. Masodik Iépésként tovabbi nyomatéki egyenlettel meghatdrozunk
egy Ujabb erét. Ezt az egyenletet mar nem az elébbi nyomatéki pontra irjuk fel, hanem a
legutoljara szamitott eré hatasvonalanak barmely pontjara. Ezzel a mdédszerrel elértik azt,
hogy minden egyenlet egyismeretlenes legyen, igy kénnyebb a szdmitas is. Ha mar két
egyensllyozé erét meghatdroztunk, akkora a harmadik erd 6sszetevdit mar a vetileti
egyenletekbdl is  kiszamithatjuk. Ett6l fliggetlenil azonban a harmadik eré s
meghatarozhatoé nyomatéki egyenletbél a masodik Iépésben leirtak szerint.
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A sikbeli er6rendszer harom erdével valé egyensuilyozasat szerkesztéssel is meg lehet oldani.
Ekkor az erérendszert egyszerdsitjik harom er6re. Az egyik az erérendszer ereddje - mivel
egyetlen erével helyettesithet6 egy sikbeli er6rendszer és ez a helyettesit6 eré az eredéer6 -
a masik eré az egyik egyensllyozé erd, melynek hatasvonala adott, a szerkesztésben
szereplé harmadik eré pedig a masik két meghatarozandé er6 ereddje (egy pontja ismert, és
mint eredd erének at kell mennie két 6sszetev6jének metszéspontjan). Ahhoz, hogy harom
eré egyensulyban legyen, feltétele, hogy hatdsvonalaiknak k6zés metszéspontja legyen. Ezt
a metszéspontot az ismertetett er6harmas adott hatasvonall tagjaik egyértelmuen kijelolik.
Ezzel megkaptuk az eddig egy pontjaval adott egyensulyozé erék ereddjének
hatasvonalanak masik pontjat is. igy a feladatot egy ismert erének két adott hatasvonall
erével val6é egyensulyozdasara vezettik vissza. Ennek megoldasat mar korabban ismertettiik.
Utolsé lépésként az egyensllyozd erdk ereddjét ismert iranyd 6sszetevékre bontjuk. Ha a
kotélpoligonos szerkesztést valasztjuk, akkor két egyensulyozé eré ereddjének és a
harmadik eré hatasvonaldnak ismeretében a feladat a két erével valé egyensulyozas ott
ismertetett fajtajaval azonos.

SIKBELI TARTOK ES TAMASZEROIK

4. Sikbeli tartok alakja és alatamasztasa

A teherhordasra szolgald szerkezeteket tartészerkezeteknek vagy roviden tartéknak
nevezzik. A tartok azok a sikbeli és térbeli szerkezetek, amelyek terhek viselésére és azok
tovabbadasara alkalmasak, a terhelések hatasara nyugalomban maradnak. Ha a tarténak van
szimmetriasikja, és az 0sszes er6 ebben a szimmetriasikban miikodik, akkor sikbeli tartorél
beszéliink, egyébként térbeli tartérdl van sz4. A tartok jelentés része olyan test, amelynek
keresztiranyu kiterjedése hossziranyd méretéhez viszonyitva kicsi. Az ilyen tartokat radnak,
legkisebb sikmetszetét keresztmetszetnek, a keresztmetszetek sulypontjait 0sszekoté
egyenest pedig rudtengelynek nevezziik. A tartékat kilonb6zé szempontok szerint
csoportosithatjuk. Alakjukat tekintve beszélhetiink egyenes és tortvonall, esetleg ives
tartokrol. Keresztmetszet kialakitdsa szerint megkiilonboztetiink tomor és gerinclemezes
keresztmetszetl tartékat. A gerinclemez nélkili tarték tobb radbdl allé racsos tartok.
Anyaguk szerint lehetnek fa, beton, acél stb. alapanyagu tarték. Rendeltetésiik szerint
kozlekedésépitési vagy magasépitési tartdokrol beszélhetiink. A tartok tamaszereinek
szamitasakor az egyik legfontosabb jellemzgjiik a tartok hatarozottsaga. llyen szempontbél
a tartékat két csoportra osztjuk: hatdrozott és hatdrozatlan tarték. Hatdrozott tarték azok a
tartok, amelyeknek a tdmaszer6i az mar ismertetett harom egyensulyi egyenletbdl
meghatdarozhatéak. Ekkor az alatamasztasok egyiittvéve legfeljebb harom ismeretlent
képviselnek. Hatadrozatlan tartdk esetében azonban a hdrom egyensulyi egyenlet nem
elegendd a tamaszer6k meghatarozasahoz, tovabbi alakvaltozasi egyenletek sziikségesek. A
tamaszok egylittvéve haromnal tébb ismeretlent képviselnek. Ha az ismeretlenek szamat m-
mel jeloljuk, akkor a tarté hatarozatlansdganak fokszama m-3.
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A tartok megtamasztasara vagy helyzetiik rogzitésére haszndlt szerkezeti elemeket
tamaszoknak nevezziik, a tart6 fesztavolsdga alatt pedig két tamasz kozott mért tavolsagot
értjuk. A fesztavolsdgot mas néven tamaszkéznek is nevezziik. A tartok esetében az aldbbi
tadmaszokat alkalmazzuk:

- Mozgd saru a tdmaszpontnak a tartosik egy egyenesével parhuzamos elmozdulasat
akaddlyozza meg, ezdltal ismert az itt keletkezett tamaszerdé tamadaspontja és
hatdsvonala. A tamaszeré jellemzéséhez az er6 nagysagdnak megaddsa elegendd. A
tamadaspont az egymdason csuszo feliletek érintkezési pontja, a hatdsvonala pedig
meré6leges az alatamasztas sikjara.

- Az allé saru vagy csuklo olyan tdmaszok, amelyek a tAmaszpont eltolédasat a tartésik
két kiilonbozé iranyd egyenesével parhuzamos iranyban teszi lehetetlenné. Ekkor a
tamaszeré hatdsvonalanak egy pontja ismert, a tamasz jellemzéséhez két adat
szilikséges.

- A befogds a tarté tamasz koruli elfordulasat és -a tartosik két irdnyban torténd
eltolodasat akaddlyozza meg. A befogas jellemzésére harom adat sziikséges.

A tartékra kilsé er6k hatnak, melyek lehetnek koncentralt erék, illetve vonal mentén
megoszlé terhelések. Ezeket a kilsé eréket kell a tartéknak felvenni, és mas
éplletszerkezeti elemekre atadni. A tAmaszokban keletkez6 er6k nem masok, mint a tartora
haté kilsé sikbeli erérendszer egyensulyozé erdi. A tartdé egyensulyanak meghatdrozasakor
csupdn az egyensllyi egyenleteket kell alkalmazni. A tartékra haté kilsé erdk
tanulmanyozasakor tobb kildnleges esettel is taldlkozhatunk, melyek felismerése jelentésen
megkdnnyiti és leegyszer(siti a tamaszerdk szamitasat. Ezek a kovetkez6 esetek:

- Ha a tartéra egyetlen F koncentralt, tartéra merdéleges erd hat, amely a tarté kdzepén
taldlhaté, akkor a tdmaszer6k nagysdga a koncentralt er6 fele, iranyuk a kiilsé eré
irdnyaval ellentétes iranyu.

- Ha a tartéra két egymassal megegyezdé nagysagu F koncentralt tartéra merdleges eré
hat, amelyek a tartét harom részre osztjak, akkor a tAmaszerék nagysdga megegyezik
az F erék nagysagaval, iranyuk pedig ellentétes a kiilsé erék irdnyaval.

- Ha a tarté egészére egyenlegesen megoszld terhelés hat, akkor el6szor az egyenletes
terhelést helyettesitsiik egyetlen koncentrdlt erével, amely nem mds, mint a megoszlé
terhelés és a tartd hosszanak szorzata. Ezt a koncentrdlt erét Q-val jeldljik. A
feladatot ezzel az erGhelyettesitéssel visszavezettilk az els6 esetre, mely szerint a
tamaszer6k megegyeznek a Q erd nagysaganak felével, irdnyuk pedig Q irdnyaval
ellentétes iranyua.
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A fent ismertetett szimmetrikus tartokon alkalmazott szamitdsi médszer azonban nem
altalanosithaté. Ha a szimmetria esete nem all fenn, akkor a harom egyensulyi egyenlet
felhasznalasaval lehet a tarték tamaszerdit kiszamitani. A szamitas megkezdésekor a ferde
er6ket 6sszetevékre kell felbontani. Els6 1épésként a nyomatéki egyensulyi egyenletet irjuk
fel. A konnyebb kezelhet6ség érdekében nyomatéki pontnak valasszuk a fix alatamasztas és
a tarté tengelyének metszéspontjat. Mivel annak az er6nek nincsen nyomatéka, amelynek
hatdsvonala atmegy a ponton, igy a nyomatéki egyenletben csak a masik tamasznal
keletkez6 tamaszerd szerepel. A tamaszerd iranyat a sikbeli erérendszer egyensulyozasa két
erével c. fejezetben leirtak szerint és annak megfelel6en feltételezziik, és igy szamitjuk ki a
tamaszerd nagysagat. Ha azt eredmény pozitiv eléjell, akkor a feltételezésiink helyes volt,
ha negativ az el6jel, akkor az irdnyt rosszul vettik fel. A tovabbi tdmaszerék
meghatarozasahoz a vetiileti egyensulyi egyenleteket hasznaljuk fel.

TANULASIRANYITO

1. Ismételje at a sikbeli erérendszer eredderejérdl tanultakat! Gyakorolja az eredderd
kiszamitdsdnak médszerét, valamint az ered6er6 nagysaganak és iranyanak szerkesztéssel
valé meghatarozasat kilonb6z6 mdédszerekkel!

2. Tanulmanyozza a sikbeli erérendszer - egyensulyanak feltételeit! Epiletek
tanulmanyozasaval keressen olyan szerkezeteket amelyekre erérendszer hat és vizsgdlja
meg, mely szerkezetetekben keletkezd er6k egyenstilyozzak azokat!

3. Keressen példadkat sikbeli ‘erérendszer egyetlen erével valé egyensilyozasdra a
kornyezetébdl!

4. Vizsgdljon megkiilonb6z6 épliletszerkezeti elemeket, vazolja fel statikai modelljét a ra
haté er6kkel. Hatdrozza meg, milyen erékkel lehetnek az adott szerkezetet a ra haté erékkel
egyltt egyensulyban tartani!

6. Tanulmanyozza az egyensulyi feltételeket, és azok dsszefliggéseit!

7. Oldja meg a szampéldakat!
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| 1. feladat

Ismertesse a sikbeli erérendszer tulajdonsdgait és az oOsszetevdit. Mit jelent a sikbeli
erérendszer egyensulyozasa?

2. feladat

Ha egy sikbeli erérendszert két erével egyensulyozunk, akkor milyen feltételekkel élhetiink
és mit alkalmazunk a gyakorlatban a leggyakrabban?
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3. feladat

Egyensulyozza az aldbbi sikbeli erérendszert két erével, ha F1 = 10 KN, F2 = 15 KN. A

képen az egyik egyensllyozé eré hatasvonalanak egy adott pontjat és a masik egyensulyozé
er6 hatasvonalat zold szinnel jeloltik.

ip)

6. dbra. Gyakorlofeladat
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4, feladat

Egyensulyozza a sikbeli erérendszert harom erdével, ha F=2 KN! A képen az egyensulyozé
erék hatasvonalat és a feltételezett irdnyokat zold szinnel jeloltiik.

3.9 3,9

7. dbra. Gyakorlofeladat



EGYENSULYI FELTETELEK, REAKCIOEROK SZAMITASA

5. feladat

Ismertesse, hogy mit neveziink tartonak! Mikor hatarozott és mikor hatarozatlan egy tart4?
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| 6. feladat

Hatdrozza meg az aldbbi tarté tdmaszerdit! F;=15 KN, F, = 10 KN, g=2 KN/m

3 2
a &
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>
g
S
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8. dbra. Gyakorlofeladat
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MEGOLDASOK

| 1. feladat

Két vagy tobb erd egyiittesét erérendszernek nevezziik. Ha a testre hat6 erék kozos sikban
miikodnek, akkor sikbeli erérendszerrdl beszéliink, ha viszont az er6rendszer erdinek
hatasvonalaira nem lehet k6zo6s sikot fektetni, akkor térbeli er6rendszerrel allunk szemben.
Sok esetben a konnyebb kezelhetéség miatt a térbeli erérendszert egy sikbeli eré6rendszerrel
helyettesitjiik, modellezziik. A sikbeli erérendszert alkothatjdk koncentralt  erdk,
vonalmentén haté erék vagy ezek dsszessége.

Egy sikbeli er6rendszer egyensulyarél akkor beszéliink, ha az erérendszer barmely tengelyre
képezett vetiiletosszege és barmely pontra felirt nyomatékosszege zérus. Adott altalanos
erérendszert - amely nincsen egyensulyban - egyensilyozni csak Uj egyensulyozé
eréhatasokkal tudunk. Egyensiilyoz6 eréhatasok azok az er6k és nyomatékok, amelyek az
erérendszerrel egylitt az épiiletszerkezet nyugalmi allapotat létrehozzak.

2. feladat

Felirhatunk két nyomatéki és egy vetiileti egyenletet, ha a vetileti tengely nem meréleges a
két nyomatéki pontot 6sszekotdé egyenesre, vagy hdarom nyomatéki egyenletet, ha a
nyomatéki pontok nem esnek egy egyenesre.

A gyakorlatban a sikbeli er6rendszer két erdével torténé egyensilyozasakor a kovetkezd
feltételek szerint jarunk el: feltételezziik, hogy ismerjik az egyik egyensulyozé eré
hatasvonalan lévé A pontot, a masik egyensulyozo erének pedig a hatasvonalat tételezziik
fel ismertnek.

3. feladat

A szamitas elsé |épéseként hatdrozzuk meg a két kiils6 er6 6sszetevdit.

FIX =10KN * cos 60 = 5 KN

Fly = TO KN * sin 60 = 8.66 KN

F2X = 15 KN * cos 60 = 7.5 KN

F2y = 15 KN * sin 60 = 12.99 KN

irjuk fel a nyomatéki egyenletet az A pontra, melybél a B erét meg tudjuk hatarozni:

MA=+75KN*5m+ 866KN*3m-5KN*5m-By*4m=37.5KNm + 25.98 KNm -
25 KNm -By *4 m

By = 9.62 KN

2
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A tovabbiakban a vetiileti egyenletekbdl szamitjuk ki a hianyz6 egyensilyozo eréket:
SFy=0=12.99 KN + 8.66 KN - 9.62 KN - Ay

Ay= 12.03 KN

2Fx=0=7.5 KN - 5 KN - Ax

Ax= 2.5 KN

4. feladat
A szamitas elsé lépéseként irjuk fel a nyomatéki egyenletet az A eré fépontjara (a):
SMA=A*5m-2KN*3.5m =0 Ebb6l A eré 1.4 KN
Ezutan irjuk fel a B eré fépontjara is a nyomatéki egyenletet:
SMB=B*5m-2KN*85m=0ebbélaBerd 3.4 KN
A C er6 komponenseit a vetileti egyenletekbdl hatarozzuk meg:
2Fx =Cx + 1.4 KN - 3.4 KN = 0, Cx= 2 KN
SFy =Cy -2 KN =0, Cy = 2 KN

C=2.83 KN

5. feladat

A teherhordasra szolgald szerkezeteket tartészerkezeteknek vagy roviden tartéknak
nevezzik. A tartok azok a sikbeli és térbeli szerkezetek, amelyek terhek viselésére és azok
tovabbadasara alkalmasak. A terhelések hatasara nyugalomban maradnak.

Hatdrozott tartok azok a tartok amelyeknek a tdmaszerdi az mar ismertetett harom
egyensulyi egyenletbél meghatarozhatéak. Ekkor az aldtamasztasok egyittvéve legfeljebb
harom ismeretlent képviselnek. Hatdrozatlan tarték esetében azonban a harom egyensilyi
egyenlet nem elegenddé a tamaszerék meghatdrozasahoz, tovabbi alakvaltozasi egyenletek
szlikségesek. A tamaszok egylttvéve haromnal tobb ismeretlent képviselnek. Ha az
ismeretlenek szamat m-mel jeloljuk, akkor a tarté hatarozatlansaganak fokszama m-3.

6. feladat

A szamitas el6készitéseként bontsuk fel az F2 erét vetlleteire, valamint az egyenletesen
megoszlé terhet alakitsuk at koncentralt teherré.

F2X = TO KN * cos 60 = 5 KN

F2y = TO KN * sin 60 = 8.66 KN
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Q=q*l=2KN/m=*2m=4KN, a koncentralt eré a tarté kozepén hat, a tamaszoktdl 3-3
m tavolsagra.

A tamaszerbk szamitdsahoz vizsgdljuk meg az aldtamasztasok tipusat. A rajzon lathato,
hogy a bal oldali tamasz csak y iranyl( erék felvételére képes, a jobb oldali pedig mind x
mind y irany( erGket vehet fel. Ezenkiviil feltételezziik, hogy a tamaszokban keletkez6
fligg6leges irdnyl erék felfele mutatnak.

A vizszintes erék egyensllyozasa ebben az esetben egyszerd, hiszen csak egyetlen erék kell
egyensulyozni, igy a jobb oldali tamaszerében 5 KN egyensulyozé eré ébred, amely jobbra
mutat.

A fiiggébleges iranyd tdmaszerék szamitdsdhoz el6szor irjuk fel a bal oldali tdmaszra a
nyomatéki egyenletet:

SMA=0=+15KN*Tm+4KN*3m+ 866 KN*45m-By*6m=15KNm + 12 KNm +
38.97 KNm - By * 6 m

By = 11 KN
Vetiileti egyenletekbdl a bal oldali tAmaszban ébredé fliggdleges erd:
2Fy =0=15KN + 4 KN + 8.66 KN -11 KN - Ay

Ay = 16.66 KN
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A(z) 0688-06 modul 004-es szakmai tankonyvi tartalomeleme
felhasznalhaté az alabbi szakképesitésekhez:

A szakképesités OKJ azonosité szama: A szakképesités megnevezése
54 582 04 0000 00 00 Mélyépitb technikus

54 215 01 0000 00 00 Miemlékfenntart6 technikus

54 582 05 0000 00 00 Vizépité technikus

54 582 03 0000 00 00 Magasépit6 technikus

A szakmai tankonyvi tartalomelem feldolgozasahoz ajanlott 6raszam:
29 ora
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